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ABSTRACT 
This research discussed about The Sequence Space cs. The sequence space cs is a 
set of all convergent series. A series is said to convergent if the partial sums of the 
series is convergent. A sequence 𝑥𝑛 is said to convergent if for 𝑛 came near to 
infinity, the terms of the sequence came near to a value.The method in this research 
is literature review.The results are: dual-𝛼 of 𝑐𝑠 is 1 , dual-𝛽 of 𝑐𝑠 is 𝑏𝑣, dual-𝛾 
of 𝑐𝑠 is 𝑏𝑣 and 𝑐𝑠 is  -perfect sequence space. 
Keywords: Convergen Series, Banach Space, Sequence space 𝑐𝑠, Dual-𝛼, Dual-
𝛽, Dual-𝛾 
 
PENDAHULUAN 
Matematika analisis merupakan salah 
satu cabang dalam matematika. 
Matematika analisis terbagi menjadi 
analisis klasik dan analisis modern. 
Analisis klasik mempelajari konsep-
konsep yang berhubungan dengan sistem 
bilangan, sedangkan analisis modern 
merupakan pengembangan dari analisis 
klasik yang mulai bekerja pada ruang 
(abstrak). Salah satu topik yang dipelajari 
dalam analisis klasikadalah barisan. 
Barisan merupakan suatu pemetaan 
dengan domain bilangan asli dan range 
bilangan real atau bilangan kompleks.Bila 
rangenya bilangan real, barisan itu disebut 
barisan bilangan real dan bila rangenya 
bilangan kompleks, maka barisan itu 
disebut barisan bilangan kompleks.Suatu 
barisan {𝑥𝑛} dikatakan konvergen jika 
untuk 𝑛 yang semakin besar, suku-
sukunya menuju ke suatu nilai tertentu 
yang disebut limit dari barisan itu. Nilai 
kekonvergenan dari suatu barisan tidak 
akan berubah bila suku-suku dari barisan 
itu dikurangi atau ditambah dengan 
bilangan yang hingga.  
Konsep tentang deret tak lepas dari 
konsep tentang barisan. Deret merupakan 
jumlahan dari unsur-unsur atau suku-suku 
dari suatu barisan. Suatu deret∑ 𝑥𝑛 
dikatakan konvergen jika untuk 𝑛 yang 
Jurnal MIPA FST UNDANA, Volume 20, Nomor 1, April 2016 
18 
 
semakin besar, jumlah dari suku-suku{𝑥𝑛} 
pada barisannya menuju kesuatu nilai 
tertentu yang disebut limit dari deret itu. 
Sama halnya dengan barisan, 
kekonvergenan dari suatu deret tidak akan 
berubah bila suku-suku dari deret tersebut 
dikurangi atau ditambah. 
Misalkan 𝑆 merupakan himpunan 
semua barisan bilangan real atau barisan 
bilangan kompleks. Himpunan semua 
deret - deret yang konvergen dari barisan 
dalam 𝑆akan membentuk suatu ruang 
vektor yang disebut Ruang Barisan 𝑐𝑠. 
Ruang barisan sendiri merupakan ruang 
vektor yang anggota-anggotanya adalah 
barisan tak-hingga dari bilangan real atau 
bilangan kompleks yang memenuhi 
aturan-aturan tertentu.   
Topik lain yang dipelajari dalam 
analisis modern adalah ruang dual. Ruang 
dual merupakan himpunan semua 
fungsional linear terbatas yang 
memetakan dari suatu ruang bernorma 𝑋  
ke kodomain  𝑅.  
Dalam makalahnya yang berjudul 
“Zeller Theory and Classical Sequence 
Spaces” yang dipresentasikan pada tahun 
1989 , Lee Peng Yee memperkenalkan 
Ruang Dual 𝛼, Ruang Dual 𝛽 dan Ruang 
Dual 𝛾. 
Misalkan 𝑋merupakan Ruang barisan, 
maka : 
Dual 𝛼 dari 𝑋 yang dinotasikan dengan𝑋𝛼 
adalah ruang dari semua barisan 𝑦 = {𝑦𝑘} 
sedemikian hingga sehingga : 
∑|𝑥𝑘𝑦𝑘|
∞
𝑘=1
< +∞, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑒𝑡𝑖𝑎𝑝 𝑥 ∈ 𝑋 
Sementara itu, Dual 𝛽 dari 𝑋 yang 
dinotasikan dengan 𝑋𝛽 adalah ruang dari 
semua barisan 𝑦 = {𝑦𝑘} sedemikian 
hingga sehingga :  
∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘
∞
𝑘=1
 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑒𝑡𝑖𝑎𝑝 𝑥
∈ 𝑋 
dan, Dual 𝛾 dari 𝑋 yang dinotasikan 
dengan 𝑋𝛾 adalah ruang dari semua 
barisan 𝑦 = {𝑦𝑘} sedemikian hingga 
sehingga:  
sup {|∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘
∞
𝑘=1
| ; 𝑛 ≥ 1}
< +∞ , 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑒𝑡𝑖𝑎𝑝 𝑥
∈ 𝑋 
Pada tulisan ini penulis akan mengkaji 
secara detail tentang pembahsan Dual-𝜶, 
Dual-𝜷 dan Dual-𝜸 dari Ruang Barisan 
𝒄𝒔.  
 
MATERI DAN METODE 
Di dalam bagian ini akan dibahas 
tentang pengertian-pengertian dasar yang 
akan digunakan sebagai landasan pada 
pembicaraan pembahasan berikutnya. 
Beberapa konsep, sifat dan teorema-
teorema akan digunakan dalam tulisan ini 
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dianggap sudah dipahami, dan bisa 
merujuk langsung dalam daftar pustaka. 
Fungsi Linier Kontinu 
Dalam sub bagian ini akan dibicarakan 
pengertian dan sifat-sifat dari fungsi linier 
kontinu. Selanjutnya bias ditunjukkan 
bahwa fungsi linier kontinu ekuivalen 
dengan fungsi linier tebatas. Jika 
dan X Y ruang linier (ruang vektor atas 
lapangan yang sama), maka fungsi 
:T X Y disebut operator.  
Lebih lanjut operator T  dikatakan linier 
jika untuk setiap ,x y X dan sebarang 
scalar   berlaku sifat-sifat berikut : 
 
 
Mudah ditunjukkan bahwa pengertian 
operator linier T  di atas ekuivalen dengan 
sifat berikut: untuk setiap ,x y X  dan 
sebarang scalar dan   berlaku:  
     . . . . .T x y T x T y     
Defenisi 2.1.1 Diketahui danX Y
masing-masing ruang bernorma. 
Operator T  dikatakan kontinu di 0x X  
jika untuk setiap bilangan 0   terdapat 
bilangan 0   sehingga berlaku 
   0|| ||T x T x    untuk setiap x X
dengan 0|| ||x x   . 
Jadi, 𝑇kontinu di setiap titik di dalam 
ruang bernorma𝑋 apabila𝑇 kontinu 
pada𝑇. Selanjutnya operator 𝑇 dari ruang 
bernorma 𝑋ke ruang bernorma 𝑌 
dikatakan terbatas pada 𝑋 jika ada 
bilangan 0M   sehingga 
|| ( ) || || ( ) ||T x M x , untuk setiap x X . 
Teorema 2.1.2 Diketahui danX Y  
masing-masing ruang bernorma. 
Operator T  dikatakan kontinu di 0x X  
jika dan hanya jika untuk setiap barisan 
 nx  di dalam X  yang konvergen ke 0x
berakibat barisan   nT x  konvergen ke 
 0 .T x Y  
Bukti :  
Syarat perlu : 
 Diketahui T kontinu di 0x X , 
maka untuk setiap 0   terdapat bilangan
0  sehingga untuk setiap x X  
dengan 0|| ||x x    maka berlaku 
   0|| ||T x T x    . Diambil sebarang 
barisan  nx di dalam X  yang konvergen 
ke 0x  , berarti untuk bilangan 0   di 
atas, ada bilangan asli 0n  sehingga untuk 
setiap 0n n  berlaku 0|| ||x x    . 
Akibatnya menurut hipotesis diperoleh : 
   0|| ||T x T x    untuk setiap 0n n . 
Jadi   nT x  konvergen ke  0 .T x Y  
Syarat cukup :  
Andaikan T  tidak kontinu di 0x X  , 
jadi terdapat bilangan 0   sehingga 
untuk setiap 0   ada x X  dengan 
   
     
1 ( ) ( ).
2 . . .
T x y T x T y
T x T x 
  

Jurnal MIPA FST UNDANA, Volume 20, Nomor 1, April 2016 
20 
 
0|| ||x x   berakibat    0|| ||T x T x  
. Oleh karena itu untuk setiap bilangan asli 
n  ada barisan  nx X  dengan 
0
1
|| ||x x
n
   yang berakibat 
   0|| ||T x T x   . Kontradiksi dengan 
hipotesis. Jadi terbukti T  kontinu di 
0x X . 
Teorema 2.1.3 Diketahui X  dan Y  
ruang bernorma. Jika :T X Y  linier, 
maka pernyataan berikut ekuivalen :  
a) 𝑇 kontinu pada 𝑋 
b) 𝑇 kontinu pada 𝑥0 ∈ 𝑋 
c) 𝑇 kontinu pada 𝜃 ∈ 𝑋 
d) {‖𝑇(𝑥)‖: 𝑥 ∈ 𝑋 𝑑𝑎𝑛 ‖𝑥‖ ≤ 1} 
terbatas 
e) Terdapat bilangan konstan 𝑀 > 0 
sedemikian hingga sehingga 
‖𝑇(𝑥)‖ ≤ 𝑀. ‖𝑥‖untuk setiap  𝑥 ∈ 𝑋 
Bukti : 
   a b  cukup jelas. 
   b c  
Diambil sebarang barisan  nx  di dalam 
X  yang konvergen ke . 
Akibatnya barisan  0nx x  konvergen ke 
0 0x x   . Karena diketahui T  
kontinu di 0x  , maka berakibat pula, 
               0 0 0 0 0 0n nT x T x T x T x T x T x T x x T        
Dengan kata lain    nT x konvergen ke 
 T  . Jadi, T kontinu di X  . 
   c d
 
Andaikan   : dan 1N T x x X x    
tak terbatas, maka diperoleh untuk  
setiap bilangan asli n  terdapat  nx X  
dengan 1x   sehingga   .nT x n
Selanjutnya dibentuk nn
x
y
n
 , untuk 
setiap bilangan asli n . Untuk n   
diperoleh ny  . Karena diketahui T
kontinu di X  , maka diperoleh 
( ) ( )n yT y T Y    .  
Di lain pihak, 
   
1
.nn n
x
T y T T x
n n
 
  
 
.   
Oleh karena itu 
   
1 1
. . 1n nT y T x n
n n
   . 
Akibatnya untuk n   diperoleh 
( )nT y  . Kontradiksi dengan 
( ) ( )n yT y T Y    . Jadi, 
pengandaian salah, yang benar adalah 
  : dan 1N T x x X x    terbatas. 
   d e  
Menurut hipotesis 
  : dan 1N T y y X y   terbatas. 
Jadi, terdapat bilangan 0M   sehingga 
 T y M , untuk setiap 
dan 1y X y  . Selanjutnya diambil 
sebarang x X  diperoleh : 
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1. Jika x  , maka 0 1x     
(jelas). Jadi, ( ) ( ) . .T x T M x   
2. Jika x  , maka 0x  . Diambil 
dan 1
x
z X z
x
   . Menurut 
hipotesis diperoleh 
   
x
T z M T M T x M x
x
 
      
 
. 
Berdasarkan uraian 1 dan 2 di atas 
terbukti terdapat bilangan 0M  sehingga 
( ) . , untuksetiapT x M x x X  . 
Diambil sebarang bilangan 0   akan 
ditunjukkan ada bilangan 0   sehingga 
jika untuk setiap ,x y X  dengan 
x y    berakibat    T x T y   . 
Jadi, diperoleh 
    ( ) ( )T x T y T x y M x y      
, asalkan x y
M

   . Dengan kata 
lain T  kontinu pada X . 
 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
Pada bagian ini, akan ditunjukkan 
1cs
  ,𝑐𝑠𝛽 = 𝑏𝑣, 𝑐𝑠𝛾 = 𝑏𝑣, 𝑐𝑠𝛽𝛽 =
𝑐𝑠, † †††cs cs  dan cs cs cs     , 
dimana † , ,  atau  .  
Didefinisikan : 
1 =  {𝑥 ∈ 𝑆 ∶  
1
k
k
x


  } 
𝑐  =     
ℎ𝑖𝑚𝑝𝑢𝑛𝑎𝑛 𝑠𝑒𝑚𝑢𝑎 𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠𝑎𝑛 𝑦𝑎𝑛𝑔 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛 
𝑏𝑣  =   {𝑥 ∈ 𝑆 ∶  
1
1
k k
k
x x



   } 
𝑐0= 
h𝑖𝑚𝑝𝑢𝑛𝑎𝑛 𝑠𝑒𝑚𝑢𝑎 𝑏𝑎𝑟𝑖𝑠𝑎𝑛 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛  
𝑘𝑒 0 
 =   himpunan semua barisan terbatas  
bs        =   
1
: sup
n
k
n k
x S x

   
     
   
  
Teorema 3.1  (a)  
1c
    (b) 1

   
(c)  
1

   (d)𝑏𝑣
𝛾 = 𝑏𝑠 
Bukti : 
(a)  
1c
   
i. Ambil sembarang barisan 
 kx x c   dan sembarang 
barisan   1ky y  . 
Akibatnya :
1
k
k
y


   dan 
 sup k
k
x    
Pandang: 
 
1 1
supk k k k
k k
x y x y
 
 
   
Dengan kata lain,  ky y cs
  .
  
ii. Ambil sembarang barisan 𝑦 =
{𝑦𝑘} ∈ 𝑐
𝛼.  
Akibatnya : 
1
k k
k
x y


   , untuk 
setiap 𝑥 = {𝑥𝑘} ∈ 𝑐. 
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Diambil barisan  kx x , 
dimana : 𝑥𝑘 = 1, untuk setiap 
𝑘 ∈ 𝑁. 
Jelas bahwa 𝑥 = {𝑥𝑘} ∈ 𝑐.  
Akibatnya : 
1
k k
k
x y


   
1
k
k
y


   
Dengan kata lain,   1ky y  . 
Dari (i) dan (ii), dapat disimpulkan 
1c
 
  
(b)  
1

   
i. Ambil sembarang   1ky y   
dan  kx x    
Akibatnya :
1
k
k
y


   dan 
 sup k
k
x 
 Pandang : 
1
k k
k
x y


  
1
sup k k
k k
x y


     
Dengan kata lain,  ky y

    
ii. Ambil sembarang  ky y

   
Akibatnya, 
1
k k
k
x y


  , untuk 
setiap  kx x    
Diambil barisan  kx x , 
dimana : 𝑥𝑘 = 1, untuk setiap 
𝑘 ∈ 𝑁. 
Jelas bahwa 𝑥 = {𝑥𝑘} ∈   
Pandang : 
1
k k
k
x y


   
1
k
k
y


    
Dengan kata lain,   1ky y   
Dari i dan ii, dapat disimpulkan 
1

   
(c)  
1

  
i. Ambil sembarang   1ky y   
dan  kx x    
Akibatnya :
1
k
k
y


   dan 
 sup k
k
x 
 Pandang : 
1
k k
k
x y


  
1
sup k k
k k
x y


     
Dengan kata lain,   1kx x
   
ii. Ambil sembarang   1kx x
  , 
maka 
1
k k
k
x y


 konvergen untuk 
setiap  
  1ky y   
Didefinisikan :
1
( )
n
n k k
k
f x x y

  
Jelas bahwa ( )nf x  merupakan 
fungsional linaer di 1 . 
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Jelas bahwa 
1
lim ( ) ( )n k k
n
k
f x x y f x



  , 
untuk setiap   1ky y  . 
Dari Teorema 2.18, terdapat 
𝑀 > 0 sedemikian sehingga 
berlaku : 
1
1
( ) k
k
f x M x M x


  
Dibentuk : 
sgn ( );
0 ;
n
k
x k n
y
k n

 

 
Jelas bahwa   1ky y  , 
1
1y   dan 
( ) , 1,2,3,...nf x x M n    
Dengan kata lain,  kx x    
Dari i dan ii, dapat disimpulkan 
1

   
(d)𝑏𝑣𝛾 = 𝑏𝑠
 
i. Ambil sembarang  kx x bv
  .  
Akibatnya:  
 
1
sup ,
n
k k
n k
x y

 
  
 
  untuk 
setiap  ky y bv   
Diambil barisan  ky y , 
dimana : 𝑦𝑘 = 1, untuk setiap 
𝑘 ∈ 𝑁. 
Jelas bahwa 𝑦 = {𝑦𝑘} ∈ 𝑏𝑣.  
Pandang : 
 
1
sup ,
n
k k
n k
x y

 
  
 
  
 
1
sup ,
n
k
n k
x

 
   
 
  
Dengan kata lain,  kx x bs   
ii. Ambil sembarang  kx x bv   
dan   ky y bs   
Jelas bahwa, barisan {𝑤𝑛} dengan 𝑤𝑛 =
1
n
k
k
y

 merupakan anggota  . 
Karena 
1

  , maka deret 
1
1
( )k k k
k
w a a



  konvergen mutlak. 
Akibatnya, 
  
1
1
1
sup
n
k k k
n k
w x x



 
   
 
 Pandang: 
  1
1
sup
n
k k k
n k
w w x

 
 
 

  
1
1
1
sup
n
k k k n n
n k
w x x w x



 
   
 
  
    
1
1
1
sup sup
n
k k k n n
n nk
w x x w x



 
   
 

      
1
1
1
sup sup sup
n
k k k n n
n n nk
w x x w x



        
  

Karena
      
1
1
1
sup , sup , sup
n
k k k n n
n n nk
w x x w x



 
       
 

, maka : 
  1
1
sup
n
k k k
n k
w w x

 
   
 
  
Dengan kata lain,  ky y bv
   
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Dari i dan ii, dapat disimpulkan𝑏𝑣𝛾 = 𝑏𝑠 
Teorema 3.2 Ruang Barisan 𝑏𝑣subset 
dari 𝑐, yaitu : 𝑏𝑣 c  
Bukti: 
Ambil sembarang  kx x bv  . 
Akibatnya, 
1
1
k k
k
x x



   .  
Didefinisikan: 
1
1
n
n k k
k
T x x 

  .  Jelas 
bahwa barisan  nT   konvergen, sehingga 
 nT  merupakan Barisan Cauchy. 
Karena  nT  merupakan Barisan Cauchy, 
maka untuk setiap 0  , dengan 
bilangan asli 𝑚, 𝑛 yang cukup besar 
(diasumsikan m n ) berlaku : 
1
1 1
1 1
m n
k k k k
k k
x x x x 

 
 
      
Ambil sembarang bilangan 0  . 
Akibatnya, untuk setiap bilangan asli 
𝑚, 𝑛 yang cukup besar (diasumsikan 
m n ) berlaku :  
1 1 2 1...m n m m m m n nx x x x x x x x          
1
m
k k
k n
x x 

    
Dengan kata lain, barisan  kx  
merupakan Barisan Cauchy, sehingga 
 kx x c   
Teorema 3.3Jika X Y maka † †Y X , 
dimana † , atau   . 
Bukti : 
i. Untuk 𝛼 
Diambil sembarang 𝑦 = {𝑦𝑘} ∈ 𝑌
𝛼.  
Akibatnya : 
1
k k
k
y x


   , untuk setiap 
𝑥 = {𝑥𝑘} ∈ Y  
Karena X Y , maka untuk setiap 
𝑧 = {𝑧𝑘} ∈ 𝑋 berlaku : 
1
k k
k
y z


   
Dengan kata lain, 𝑦 = {𝑦𝑘} ∈ 𝑋
𝛼 
ii. Untuk 𝛽 
Diambil sembarang 𝑦 = {𝑦𝑘} ∈ 𝑌
𝛽 
Akibatnya : 
1
k k
k
y x


  konvergen, untuk 
setiap 𝑥 = {𝑥𝑘} ∈ Y  
Karena X Y , maka untuk setiap 
𝑧 = {𝑧𝑘} ∈ 𝑋 berlaku : 
1
k k
k
y z



konvergen 
Dengan kata lain, 𝑦 = {𝑦𝑘} ∈ 𝑋
𝛽 
iii. Untuk 𝛾 
Diambil sembarang 𝑦 = {𝑦𝑘} ∈ 𝑌
𝛽 
Akibatnya : 
1
sup , 1
n
k k
k
y x untuk setiap n

 
   
 
 , 
untuk setiap 𝑥 = {𝑥𝑘} ∈ Y  
Karena X Y , maka untuk setiap 𝑧 =
{𝑧𝑘} ∈ 𝑋 berlaku 
1
sup , 1
n
k k
k
y z untuk setiap n

 
   
 
  
Dengan kata lain, 𝑦 = {𝑦𝑘} ∈ 𝑌
𝛾 
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Dari (i) , (ii) dan (iii), terbukti Jika 
X Y maka † †Y X , dimana 
† , atau   . 
Teorema 3.4 Ruang dual 𝛼 dari ruang 
barisan 𝑐𝑠adalah 1  , yaitu 𝑐𝑠
𝛼 = 1  
Bukti : 
i. Diambil sembarang 𝑥 = {𝑥𝑘} ∈
𝑐𝑠dan  𝑎 = {𝑎𝑘} ∈ 1 . 
Karena   1ka a   , maka 
1
k
k
a


    
Pandang : 
 
1 1
supk k k k
k k
a x x a
 
 
    Hal 
ini jelas, karena 
1
k
k
x


 konvergen 
maka barisan {𝑥𝑘} konvergen ke 0. 
Karena barisan {𝑥𝑘} konvergen maka 
barisan {𝑥𝑘} terbatas.Karena barisan 
{𝑥𝑘} terbatas maka  𝑠𝑢𝑝{|𝑥𝑘|} ada.
  
Jadi, 𝑎 = {𝑎𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛼 
 
ii. Diambil sembarang  ky y cs
  . 
Andaikan   1ky y   , maka dapat 
dipilih suatu barisan 𝑛𝑖 sedemikian 
sehingga berlaku :  
1
1
2
i
i
n
i
k
k n
y

 
  ,  ( )i N   
Didefinisikan  kx x  sebagai : 
2
1( 1) 2 ; ,
0 ;
i
k
i i
k
n k n i Nx
lainnya



     

 
Jelas bahwa   .kx x cs   
Pandang : 
1
2 2
1
2 2
i
i
i in
k k k
k i k n i
x y y

 
 
   
 
   
Dari ketaksamaan diatas, jelas bahwa 
xy cs , akibatnya y cs .  
Kontradiksi dengan 𝑦 ∈ 𝑐𝑠𝛼. Jadi, 
haruslah 
1cs
   .  
Dari (i) dan (ii), dapat disimpulkan ruang 
dual 𝛼 dari ruang barisan 𝑐𝑠 adalah 1 , 
yaitu 𝑐𝑠𝛼 = 1   
Teorema 3.5 Ruang dual 𝛽 dari ruang 
barisan 𝑐𝑠adalah 𝑏𝑣, yaitu 𝑐𝑠𝛽 = 𝑏𝑣 
Bukti : 
i. Diambil sembarang 𝑎 = {𝑎𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛽 
dan 𝑧 = {𝑧𝑘} ∈ 𝑐0 
Dibentuk :𝑦𝑘 = 𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1 , 𝑘 ≥
1 , 𝑧0 = 0 
Jelas {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠 . Akibatnya 
1
k k
k
a y


  
konvergen. 
Sementara itu : 
 1
1
n
k k k
k
z z a

  
= (𝑧1 − 𝑧0)𝑎1 + (𝑧2 − 𝑧1)𝑎2
+ (𝑧3
− 𝑧2)𝑎3+ . . . . . +(𝑧𝑛
− 𝑧𝑛−1)𝑎𝑛 
Jurnal MIPA FST UNDANA, Volume 20, Nomor 1, April 2016 
26 
 
= (𝑎1 − 𝑎2)𝑧1 + (𝑎2 − 𝑎3)𝑧2
+ (𝑎3
− 𝑎4)𝑧3+ . . . . . +𝑧𝑛𝑎𝑛 
=  
1
1
1
n
k k k
k
a a z



 + 𝑧𝑛𝑎𝑛 
Karena 
1
k k
k
a y


  konvergen, 
lim
𝑛→∞
𝑧𝑛 = 0dan 
  1ka a cs
 
    ,  
maka diperoleh :  
1 1
1 1
lim ( ) lim (z )
n n
k k k k k k
n n
k k
a a z z a 
 
 
     
Dengan kata lain, 
1
1
( )k k k
k
a a z



  
konvergen. 
Karena barisan {𝑧𝑘} ∈ 𝑐0 , maka 
barisan {𝑎𝑘 − 𝑎𝑘+1} ∈ 𝑐0
𝛽
 1  
  
Jadi , barisan {𝑎𝑘} ∈ 𝑏𝑣. 
ii. Diambil sembarang barisan 𝑎 =
{𝑎𝑘} ∈ 𝑏𝑣 dan sembarang barisan 
𝑥 = {𝑥𝑘} ∈ 𝑐𝑠 
Akibatnya, barisan {𝑤𝑛} dengan 
𝑤𝑛 =
1
n
k
k
x

  merupakan anggota 𝑐. 
Karena 
1 c
 , maka deret 
1
1
( )k k k
k
w a a



  konvergen mutlak. 
Akibatnya : 
1
1 1 0 1
1 1
( ) ( )
n n
k k k k k k n n
k k
w w a a a w w a w a

 
 
     
Karena deret 
1
1
( )k k k
k
w a a



  
konvergen mutlak, maka 
1
1
( )k k k
k
w a a



 juga konvergen. 
Akibatnya, menurut persamaan 
diatas, deret 
1
1
( )k k k
k
w w a



  
konvergen. Jadi, 𝑎 = {𝑎𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛽. 
Dari (i) dan (ii), terbukti 𝑐𝑠𝛽 = 𝑏𝑣. 
Teorema 3.6 Ruang dual 𝛾 dari ruang 
barisan 𝑐𝑠adalah 𝑏𝑣, yaitu 𝑐𝑠𝛾 = 𝑏𝑣 
Bukti : 
i. Menurut teorema 3.5, jelas bahwa 
bv cs  dan semua barisan yang 
konvergen, pasti terbatas. Oleh sebab 
itu, cs cs  . 
Akibatnya, bv cs . 
 
ii. Diambil sembarang 𝑎 = {𝑎𝑘} ∈
𝑐𝑠𝛾dan  𝑧 ∈ 𝑐0. 
Didefinisikan :𝑤𝑛 = 𝑧𝑛 − 𝑧𝑛−1 ,
𝑛 ≥ 1 ,  𝑧0 = 0 
Maka , barisan {𝑤𝑛} ∈ 𝑐𝑠 . 
Karena {𝑎𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛾, maka dapat 
dipilih konstanta 𝐿 > 0 , sedemikian 
sehingga : 
1
n
k k
k
a w L

   
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Sementara itu, barisan {𝑧𝑛} ∈ 𝑐0 dan 
barisan {𝑎𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛾
 , maka ada 
suatu konstanta 𝑀 > 0 sedemikian 
sehingga |𝑎𝑛𝑧𝑛| ≤ 𝑀untuk setiap 
𝑛 ≥ 1 
Sementara itu , 
1
1 1 1 1
1 1
( ) (z )
n n
k k k k k k n n
k k
z a a a z z a

   
 
    
L M   
Maka, 
{𝑎𝑘 − 𝑎𝑘+1} ∈ 𝑐0
𝛾
1 . 
Dengan kata lain {𝑎𝑘} ∈ 𝑏𝑣 . 
Dari (i) dan (ii), dapat disimpulkan bahwa 
ruang dual 𝛾 dari ruang barisan 𝑐𝑠 adalah 
𝑏𝑣, yaitu 𝑐𝑠𝛾 = 𝑏𝑣 
Teorema 3.7Ruang dual 𝛽 dari ruang 
𝑐𝑠𝛽adalah  cs , yaitu 𝑐𝑠𝛽𝛽 = 𝑐𝑠 
Bukti : 
i. Diambil sembarang {𝑎𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛽𝛽 =
𝑏𝑣𝛽. 
Karena  ka bv
 , maka berlaku: 
1
( )k k
k
a x


  konvergen, untuk setiap 
 kx bv .  
Diambil barisan  kx x , dimana : 
𝑥𝑘 = 1, untuk setiap 𝑘 ∈ 𝑁. 
Jelas bahwa 𝑥 = {𝑥𝑘} ∈ 𝑏𝑣.  
Akibatnya, 
1 1
( ) ( )k k k
k k
a x a
 
 
   
konvergen. 
Dengan kata lain,  ka a cs  . 
ii. Diambil sembarang 𝑥 ∈ 𝑐𝑠dan 𝑦 ∈
𝑐𝑠𝛽. 
Jelas bahwa ,
1
k k
k
x y


  konvergen. 
Dengan kata lain, 𝑥 ∈ 𝑐𝑠𝛽𝛽. 
Dari (i) dan (ii), terbukti Ruang dual 𝛽 dari 
ruang 𝑐𝑠𝛽adalah  , yaitu 𝑐𝑠𝛽𝛽 = 𝑐𝑠 
Teorema 3.8Ruang dual 𝛽 dari ruang 𝑐𝑠𝛾 
adalah 𝑏𝑠  , yaitu 𝑐𝑠𝛾𝛾 = 𝑏𝑠 
Bukti: 
Menurut Teorema 3.1 dan Teorema 3.6, 
jelas bahwa 𝑐𝑠𝛾𝛾 = 𝑏𝑠. 
Definisi 3.9Misalkan 𝑋 suatu ruang 
barisan.𝑋disebut† - perfect sequence 
space jika dan hanya jika ††X X , 
dimana † , atau   . 
Teorema 3.10Ruang Barisan 𝑐𝑠 
merupakan  - perfect sequence space. 
Bukti : 
Dari Teorema 3.7, jelas bahwa 𝑐𝑠𝛽𝛽 = 𝑐𝑠, 
sehingga dapat disimpulkan bahwa Ruang 
Barisan 𝑐𝑠 merupakan  - perfect 
sequence space. 
Teorema 3.11Misalkan † , atau    , 
maka berlaku : ††cs cs  
Bukti : 
Diambil sembarang  𝑎 = {𝑎𝑘} ∈ 𝑐𝑠 
i. Untuk     
Ambil sembarang {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛼. 
Karena {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛼 , maka berlaku : 
1
k k
k
y a


   
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Dengan kata lain :{𝑎𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛼𝛼. 
ii. Untuk    
Ambil sembarang {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛽. 
Karena {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛽 , maka berlaku : 
1
k k
k
y a


   konvergen 
Dengan kata lain :{𝑎𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛽𝛽. 
iii. Untuk    
Ambil sembarang {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛽. 
Karena {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛽 , maka berlaku : 
1
sup ; 1
n
k k
k
y a n

 
   
 
  
Dengan kata lain : {𝑎𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛾𝛾.  
Dari (i) , (ii) , dan (iii) , terbukti : ††cs cs
, dimana : † , atau    
Teorema 3.12Misalkan † , atau    , 
maka berlaku : † †††cs cs  
Bukti : 
i. Untuk     
Diambil sembarang  ka a cs
 
dansembarang {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛼𝛼.  
Karena {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛼𝛼maka berlaku : 
1
k k
k
y a


   
Dengan kata lain :{𝑎𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛼𝛼𝛼. 
ii. Untuk    
Diambil sembarang 𝑎 = {𝑎𝑘} ∈
𝑐𝑠𝛽dansembarang {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛽𝛽.  
Karena {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛽𝛽  maka berlaku : 
1
k k
k
y a


   konvergen 
Dengan kata lain :{𝑎𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛽𝛽𝛽 
iii. Untuk    
Diambil sembarang 𝑎 = {𝑎𝑘} ∈
𝑐𝑠𝛾dansembarang {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛾𝛾.  
Karena {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛾𝛾 , maka berlaku : 
1
sup ; 1
n
k k
k
y a n

 
   
 
  
Dengan kata lain : {𝑎𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛾𝛾𝛾  
Dari (i), (ii) dan (iii), disimpulkan 
† †††cs cs , dimana : † , atau    
Teorema 3.13Misalkan † , atau    , 
maka berlaku : † †††cs cs  
Bukti : 
i. Dari Teorema 3.12, jelas bahwa : 
cs cs   
Selanjutnya, akan ditunjukkan 
cs cs 
 
Diambil sembarang  ka a cs
   
Karena , maka 
berlaku :
1
k k
k
x a


  konvergen, dimana 
𝑥𝑘 ∈ 𝑐𝑠
𝛼𝛼 =    
yaitu :  sup ; 1kx k    . Jelas 
bahwa barisan {𝑥𝑘} ;  𝑥𝑘 = 1 adalah 
anggota dari   Akibatnya : 
1
k k
k
x a


   

1
k
k
a


   
Dengan kata lain, 𝑎 ∈ 1 = 𝑐𝑠
𝛼 
 ka a cs
 
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Karena cs cs  dan  cs cs 
, dapat disimpulkan cs cs   
ii. Menurut Teorema 3.7, telah 
ditunjukkan𝑐𝑠𝛽𝛽 = 𝑐𝑠, sehingga 
berlaku :  
𝑐𝑠𝛽𝛽𝛽 = 𝑐𝑠𝛽 
iii. Dari Teorema 3.12, jelas bahwa : 
cs cs   
Selanjutnya, akan ditunjukkan 
cs cs 
 
Diambil sembarang 𝑎 = {𝑎𝑘} ∈
𝑐𝑠𝛾𝛾𝛾.  
Karena 𝑐𝑠𝛾𝛾 = 𝑏𝑠 , maka 
1
sup ; 1
n
k k
k
x a n

 
   
 
 ; dimana 
𝑥 = {𝑥𝑘} ∈ 𝑏𝑠 . 
Karena 𝑥 = {𝑥𝑘} ∈ 𝑏𝑠maka 
1
sup ; 1
n
k
k
x n

 
   
 
 .  
Ambil sembarang {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠 .  
Karena 
1
k
k
y


  konvergen maka 
1
sup ; 1
n
k
k
y n

 
   
 
 . 
Akibatnya :
1
sup ; 1
n
k k
k
y a n

 
   
 

; dimana 𝑦 = {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠.  
Dengan kata lain, {𝑎𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛾 . 
Jadi , cs cs   
Karena cs cs   dan cs cs    , 
maka dapat disimpulkan cs cs  . 
Dari (i), (ii) dan (iii), dapat ditarik 
kesimpulan † †††cs cs  ; dimana 
† , atau    
Teorema 3.14 cs cs cs      
Bukti : 
i. Ambil sembarang ∈   , akan 
ditunjukkan x cs . 
Jelas bahwa 𝑥 ∈   merupakan 
pernyataan yang salah, karena   
tidak memiliki anggota. Sementara 
itu, untuk implikasi, jika anteseden 
salah , maka pernyataan selalu benar. 
ii. Ambil sembarang  ky y cs
   
Akibatnya, untuk setiap  𝑥 = {𝑥𝑘} ∈
𝑐𝑠berlaku : 
1
k k
k
x y


    dengan kata lain deret 
1
k k
k
x y


  terbatas. 
Karena nilai mutlak selalu ≥ 0 , 
maka barisan jumlahan parsial dari 
deret 
1
k k
k
x y


  naik monoton, 
sehingga deret 
1
k k
k
x y


  konvergen. 
Karena deret mutlaknya konvergen, 
maka deret  
1
k k
k
x y


  juga konvergen. 
Dengan kata lain, 𝑦 = {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛽. 
iii. Ambil sembarang 𝑦 = {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛽.  
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Akibatnya, untuk setiap  𝑥 = {𝑥𝑘} ∈
𝑐𝑠 , deret 
1
k k
k
x y


  konvergen.  
Karena 
1
k k
k
x y


  konvergen, maka 
barisan jumlahan parsial dari deret 
tersebut terbatas. Karena barisan 
jumlahan parsialnya terbatas, maka 
terdapat bilangan 𝑀 > 0 sedemikian 
sehingga berlaku : 
1
sup ; 1
n
k k
k
x y n M

 
    
 

Dengan kata lain,  𝑦 = {𝑦𝑘} ∈ 𝑐𝑠
𝛾. 
Dari (i), (ii) dan (iii), dapat disimpulkan 
bahwa cs cs cs      
 
SIMPULAN 
Berdasarkan hasil penelitian dari Ruang  
Barisan 𝑐𝑠, diperoleh kesimpulan : 
1. Ruang dual 𝛼 dari ruang barisan 𝑐𝑠 
adalah 1  , yaitu 𝑐𝑠
𝛼 = 1  
2. Ruang dual 𝛽 dari ruang barisan 𝑐𝑠 
adalah 𝑏𝑣, yaitu 𝑐𝑠𝛽 = 𝑏𝑣 
3. Ruang dual 𝛾 dari ruang barisan 𝑐𝑠 
adalah 𝑏𝑣, yaitu 𝑐𝑠𝛾 = 𝑏𝑣 
4. Ruang dual 𝛽 dari ruang 𝑐𝑠𝛽 adalah, 
yaitu 𝑐𝑠𝛽𝛽 = 𝑐𝑠. Dengan kata lain 
Ruang Barisan 𝑐𝑠 merupakan  - 
perfect sequence space 
5. Misalkan† , atau    , maka 
berlaku: 
Pada Tugas Ahir ini, masih dibahas 
tentang Ruang Barisan 𝑐𝑠 dan Ruang Dual 
𝛼, 𝛽 dan 𝛾 dari Ruang Barisan 𝑐𝑠. Oleh 
karena itu, penulis selanjutnya dapat 
membahas Ruang Barisan yang lain dan 
Ruang Dual yang lain. 
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